2 


Manual de 
fracciones parciales 

Xavier Espinoza 



UNIVERSIDAD POLITECNICA SALESIANA 



Universidad Politecnica Salesiana 

Manual de Fracciones Parciales 


Xavier Espinoza 





Xavier Espinoza 


Manual de Fracciones Parciales 


2012 



ABYA 

YALA 


I UNIVERSIDAD 
POLIltCNICA 
SALESIANA 



INSTmjCIONES SALESIANAS DE EDUCACION SUPERIOR 



MANUAL DE FRACCIONES PARCIALES 

Xavier Espinoza 


lera. edition: © Editorial Universitaria Abya-Yala 

Casilla: 2074 

P.B.X.: (+593 7)2 862213 

Fax: (+593 2) 4 088958 

e-mail: rpublicas@ups.edu.ec 

www.ups.edu.ee 

Cuenca-Ecuador 

Secretaria Tecnica de Investigation 

UNIVERSIDAD POLITECNICA SALESIANA 

Casilla: 2074 

P.B.X.: (+593 7) 2 862213 

Cuenca-Ecuador 


Diseno y 
Diagramacion 
en UT E X: 


Andres Merino. Editorial Universitaria Abya-Yala 


Impresion: Editorial Universitaria Abya-Yala 


ISBN UPS: 978-9978-10-098-1 


Impreso en Quito-Ecuador, marzo 2012 



Indice general 


1 Introduction 1 

2 Objetivos generales 3 

3 Fracciones Parciales 5 

3.1 ^Que es una fraccion parcial? 5 

3.2 Explicacion de los casos 6 

3.3 Procedimiento 7 

4 Ejercicios 9 

4.1 Ejercicios de aplicacion 9 

4.1.1 Ejemplos para el primer caso 9 

4.1.2 Ejemplos para el segundo caso 11 

4.2 Ejercicios resueltos 12 

4.3 Ejercicios de aplicacion 27 

4.4 Ejercicios propuestos 30 




Introduccion 


Este es un manual fundamental en la formacion cientifica y tecnica 
de cualquier profesionista, en particular, de los que se forman en 
la Universidad Politecnica Salesiana. Provee una vision de conjun- 
to de la matematica como herramienta para representar y estudiar 
los procesos de cambio e integra tres metodos para hacerlo: el de 
las ecuaciones, el de las coordenadas y el del ltmite. Permite, al 
iniciarse la formacion profesional o al terminar la preuniversitaria, 
reconocer en el calculo infinitesimal un instrumento de analisis de 
los fenomenos y un lenguaje preciso y claro para la ciencia. 

En particular, el que se imparta en el propedeutico, obedece a 
la necesidad educativa planteada por la heterogeneidad en la for- 
macion de los estudiantes que ingresan a este nivel. 

El curso parte de la premisa de que el alumno ha aprehendido 
los elementos de algebra, geometria y geometria analitica, basicos 
para comprender los conceptos y usar las herramientas del calculo. 

Suele pasar, por ejemplo, que cuando se tiene necesidad de re- 
solver integrales que no son posibles resolverlas por metodos co- 
munes, es indispensable usar fracciones parciales; las mismas que 
se dan en cuatro casos: 

1. Fracciones lineales distintas. 

2. Fracciones lineales iguales. 

3. Fracciones cuadraticas distintas. 

4. Fracciones cuadraticas iguales. 




Objetivos generales 


Propiciar el desarrollo de la vision del mundo que dan las ciencias; 
en particular, reconocer que la matematica es un lenguaje preciso 
y claro que permite plantear hipotesis respecto a la estructura y la 
dinamica de la naturaleza. 

Desarrollar habilidades de solucion de ejercicios matematicos 
fundamentados en conocimientos previos como descomposicion 
de factores y demas. 




Fracciones Parciales 


El uso de las fracciones parciales ha permitido solucionar multi- 
ples problemas en el Algebra Superior y de ahi su importancia en 
aprenderlas. El presente manual tiene como objetivo iniciar su es- 
tudio, el cual se lograra en funcion de los ejercicios resueltos que se 
propone. 


^Que es una fraccion parcial? 


Una fraccion parcial para aplicarla a un ejercicio y darle solucion 
esta sujeta a casos, los mismos que son: 

1. Cuando el 'denominador' de la fraccion es de primer grado 
y no esta repetido 


ax + b — > 


A 

ax + b' 


siendo A el contenido a determinarse. 


2. Cuando el 'denominador' de la fraccion es de primer grado 
y esta repetido 


(ax + b) k — > 


A B 

ax + b (ax + b) 2 


C 

(ax + b) 3 


en donde. A, B, C son el contenido a determinarse. 
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3 . Cuando el 'denominador' de la fraccion es de segundo grado 
y no esta repetido 

2 1 Ax B 

ax + bx + c — > — 5 — ; 

ax z + bx + c 

donde Ay B son las constantes a determinarse. 

4 . Cuando el 'denominador' de la fraccion es de segundo grado 
y esta repetido 


(ax 2 + bx + c) k — > 


Ax B 


+ ■ 


Cx + D 


(ax 2 + bx + c) (ax 2 + bx + c) 2 
Ex + F 

(ax 2 + bx + c) 3 

donde A, B , C, D, E, F son constantes a determinarse. 


Explication de los casos 


1. Primer caso. Si el grado del numerador es un grado menor que 
el denominador, conviene expresar el denominador como un 
producto de factores, por lo que se debe factorarlo. Aqui se pue- 
de hacer uso de la tabla 1 . 

2. Segundo caso. Si el grado del numerador es igual o mayor al del 
denominador, la fraccion debe reducirse a una expresion mixta 
dividiendo el numerador para el denominador. Para ello se apli- 
ca el 'Teorema de la Division' (Prueba de la division): 

P(x) , P(x) D(x) 

DW ^ R(x) Q(x) 


P(x) 

D(x ) 


Q( ;t ) + 


R(x) 

D(x) 
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Procedimiento 

1. Analizar la Fraction Partial: Se verifica que el polinomio del nu- 
merador sea de menor grado que el denominador. En caso de 
no serlo se transforma la fraccion a una forma mixta, usando el 
Teorema de la Division (Prueba de la division). 

2. Factorar el denominador si no lo estd. Siempre es conveniente tener 
el denominador en su forma factorada. 

3. Determinar las constantes. Dependiendo del sistema de ecuacio- 
nes que se obtenga se procede a resolverlo para determinar el 
valor de las constantes del sistema. 

4. Reemplazar las constantes. Finalmente se sustituyen los valores de 
las constantes determinadas para la expresion. 
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Factor 

Forma del Factor 

Forma de la Fraccion Parcial 

0 

A = constante 

No existe 

1 

(ax + b) 

- > Cte. A a determinarse 

ax + b 

1 

(ax + b) n 

A , B , C 

ax + b ' ( ax + b ) 2 ' (ax + b) 3 + 

2 

(ax 2 + bx + c ) 

Ax + B 
ax 2 + bx + c 

2 

(ax 2 + bx + c) n 

Ax + B | Cx + D | Ex + F 

(ax 2 + bx + c) (ax 2 + bx + c) 2 (ax 2 + bx + c) 3 

3 

( ax 3 + bx 2 + cx + d) 

.Ax^ Bx -f- (2 
ax 3 + frx 2 + cx + d 

3 

( ax 3 + bx 2 + cx + d) n 

Ax 2 + Bx + C | Dx 2 + Ex + F 

ax 3 + bx 2 + cx + d ( ax 3 + bx 2 + cx + d) 2 


Tabla 1: Casos de fracciones parciales 


00 






























Eje rcicios 


Ejercicios de aplicacion 

• Ejemplos para el primer caso 

. 2x + 3 
fix) = -5 = — — 

se factora el denominador: 

x 3 + x 2 — 2x — x(x 2 + x — 2 ) = x(x — l)(x + 2 ). 

Se sustituye la expresion factorada nuevamente en el denomina- 
dor: 

ft , \ + 3 

X x(x — l)(x + 2) 

A B C 

— 1 T H — X 

x x — 1 x + 2 

A(x — l)(x + 2) + Bx{x + 2) + Cx[x — 1) 
x(x — l)(x + 2 ) 

Se simplifican los denominadores y se reducen terminos: 

2x + 3 — Ax 2 + Ax — 2 A + Bx 2 + 2 Bx + Cx 2 — Cx 
= {A + B + C)x 2 + {A + 2B- C)x - 2 A. 
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Sistemas de ecuaciones 


Despejando A de (3) 


Operando (1) y (2) 


Sustituyendo A en (4) 


A -\- B C — 0, 
A + 2B - C = 2, 
—2 A = 3. 


A = -2' 


2A + 3B = 2. 


2A + 3B =2 


2- -+3B = 2 


Sustituyendo C en (1) 


3B = 2 + 3 

»4 


A + B + C — 0 

-! + ! +c =o 

c = -- 


Sustituyendo los valores en la expresion: 


c , . A B C 

fix) — 1 z — I 

x x — 1 x + 2 

3 5 1 

2x + 3(x-l) 6(x + 2) ' 
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• Ejemplos para el segundo caso 


x 2 — 8x + 15 
x 2 — 6x + 5 

A1 ser el numerador y el denominador del mismo grado se utiliza 
el Algoritmo de Euclides (prueba de la division) para convertir la 
fraccion en expresion mixta. 


x 2 — 8x + 15 x 2 — 6x + 5 

— x 2 + 6x — 5 1 

— 2x + 10 


Luego 


/(*) 


x 2 — 8x + 15 


x 2 


- 1 + 


= 1 + 


— 6x + 5 
— 2x + 10 
x 2 — 6x + 5 
— 2x + 10 
(x — 5)(x — 1) ’ 


Asi 


— 2x + 10 A B 

(x — 5)(x — 1) x — 5 x — 1' 


Se resuelve la suma de fracciones y se simplifican los denominado- 
res 


— 2x + 10 A(x — 1) + B(x — 5) 

(x — 5)(x — 1) (x — 5)(x — 1) 

— 2x + 10 = Ax — A + Bx — 5B 

= (A + B)x+ (-A-5B). 


A + B = -2, 
A-5B = 10. 


Sistema de ecuaciones 


( 5 ) 

( 6 ) 



12 Xavier Espinoza 


Sumando (5) y (6) se obtiene 

—4 B — 8 
B = -2. 

Sustituyendo en (5) 


A -2 = -2 
A = 0. 

Sustituyendo los valores hallados en la expresion 

cf , A B 

f( x ) ~ 1 + 

= 1 + 


x — 5 x — 1 
0 -2 


x — 5 x — 1 


Ejercicios resueltos 


• Ejercicio 1: 


/M - 

Descomponiendo el denominador en factores se obtiene 

fi 2 x-7 

f[X> ~ (2x — l)(3x — 1) ’ 


= (2X-D0X-1) 
A B 

2x — 1 3x — 1 


Luego 
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Se resuelve la suma de fracciones y se simplifican los denominado- 
res 

2 x-7 A(3x-1) + B(2x-1) 

(2x — 1 ) (3x — 1 ) “ (2x — 1 ) (3x — 1 ) 

2 x — 7 — 3 Ax — A + 2 Bx — B 

= (3A + 2B)x-(A + B). 

Sistema de ecuaciones 

3A + 2B = 2, (7) 

A + B = 7. (8) 

Multiplicando (8) por —3 se obtiene 

— 3A — 3B — —21. (9) 

Sumando (7) y (9) se obtiene 

-B = -19 
B = 19. 

Reemplazando B en (9) 

A + B = 7 
A + 19 = 7 
A = -12. 


Sustituyendo los valores calculados en la expresion 


/(*) 


A B 

2x — 1 ^ 3x — 1 
-12 19 

2x — 1 ^ 3x — 1 ' 


• Ejercicio 2: 


(l s 2x 2 — 4x + 1 
■ nx > = 2x-3 _ *2 _ 2x + 1 
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Descomponiendo el denominador en factores se obtiene la expre- 
sion 

_ 2x 2 — 4x + 1 

X (2x — l)(x + l)(x — 1) ’ 

Luego 

, . _ lx 1 — 4x + 1 

(2x — l)(x + l)(x — 1) 
ABC 
2x — 1 x + 1 + x-l' 

Se resuelve la suma de fracciones y se simplifican los denominado- 
res 


2x 2 — 4x + 1 
(2x — l)(x + l)(x — 1) 

_ A(x + \)(x — 1) + B(2x — l)(x — 1) + C(2x — l)(x + 1) 
2x — lx + lx — 1 

_ A(x 2 - 1) + B{ 2x 2 - 3x + 1) + C(2x 2 + x - 1) 
(2x — l)(x + l)(x — 1) 

2x 2 — 4x + 1 — Ax 2 — A + 2 Bx 2 — 3 Bx + B + 2Cx 2 + Cx — C 

= (A + 26 + 2C)x 2 - (3 B - C)x + {-A + B-C). 

Sistema de ecuaciones 


A + 2B + 2C = 2, 

(10) 

3B — C — 4, 

(11) 

—A + B — C = 1. 

(12) 


Operamos (10) y (12) 


A+2B + 2C = 2 
-A + B-C = 1, 


y se obtiene 


3B + C = 3. 


(13) 
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Operamos (12) y (13) 


y se obtiene 


3B — C = 4 
3B + C = 3, 

6 B=7 


Sustituimos el valor de B en (13) 

'7' 


C = 3 


- + C-3 

c =4 

Sustituimos el valor de B y C en (12) 

- 44 - 

- 4 - 

a =\ 

Sustituyendo los valores de A, B y C en la expresion 


f(x) = 


2x — 1 
2 


+ ■ 


B 


C 


1 x — 1 
7 


1 


3(2x — 1) 6(x + 1) 2(x — 1) ’ 


• Ejercicio 3: 


fix) 


5x 4 — 5 
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Descomponiendo el denominador en factores se obtiene la expre- 
sion 

x 3 

^ X ^ 5(x 2 + l)(x — l)(x + 1) ' 

Luego 


fix) 


(x 2 + l)(x — l)(x + 1) 


1 

5 

1 

5 


(x 2 + l)(x — l)(x + 1) J 
Ax B C D 
x 2 + l +X -1 + X + 1 


Ax -j - B C D 
x 2 + l +X-1 + X + 1- 


Se resuelve la suma de fracciones y se simplifican los denominado- 
res 


(x 2 + l)(x — l)(x + 1) 

_ (Ax + B)(x 2 — 1) + C(x 2 + l)(x + l) + P(x 2 + l)(x — 1) 
(x 2 + 1 ) (x — 1 ) (x + 1 ) 

x 3 = Ax 3 — Ax + Bx 2 — B + Cx 3 + Cx 2 + Cx + C + Dx 3 
— Dx 2 + Dx — D 

— (A -|- C + D)x 3 + (B -{- C — D)x 2 + ( — A + C + D)x 
+ (-B + C — D). 

Sistema de ecuaciones 


A + C + D = 1, 

(14) 

B + C - D = 0, 

(15) 

A + C + D = 0, 

(16) 

-B + C — D = 0. 

(17) 


Sumamos (14) y (16) 


A + C + D = 1 
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—A + C + D — 0 
2C + 2D — 1. 

Sumamos (15) y (17) 

B + C — D — 0 
— B + C — D — 0 
2C — 2D — 0. 


Sumamos (18) y (19) 

2C + 2D = 1 
2C-2D = 0 



Sustituimos el valor de C en (20) 




= 0 


D = 


Sustituimos C y D en (14) y (15) 


A + j + 




A = 


1 


1 1 „ 
4 _ 4 _ ° 
B = 0. 


(18) 


(19) 


( 20 ) 


Sustituimos A, B, C y D en la expresion 

.Ax “h B C ID 
x 2 + 1 +X-1 + X + 1 
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1 

5 


\x -j~ 0 t 

1 h 

X 2 + 1 x — 1 


1 

4 

X ~b 1 


X 

10 (x 2 + 1) 


1 , 1 
20(x — 1) + 20(x + 1) ' 


• Ejercicio 4: 


fix) 


4 

x 3 + 4x 


Descomponiendo el denominador en factores se obtiene la expre- 
sion 

^ = x(x 2 + 4) ’ 

Luego 


f W x(x 2 +4) 

A Bx C 
x + x 2 +4' 


Se resuelve la suma de fracciones y se simplifican los denominado- 
res 

4 yl(x 2 4) -L ( Bx C)x 

x(x 2 +4) x(x 2 +4) 

4 — )A B)x 2 Cx 4 A. 


Sistema de ecuaciones 


A + B — 0, 
C = 0, 
4A = 4. 


Luego 


A — l, B — —1, C = 0. 


( 21 ) 

( 22 ) 

(23) 
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Sustituimos A, B y C en la expresion 


f( x ) — ~ + 


— x -f- 0 
x 2 +4 


1 x 

x x 2 + 4 ' 


• Ejercicio 5: 


f(x) = 


3x 2 + x — 1 
x 2 — 5x + 6 


Aplicando el Algoritmo de Euclides (prueba de la division) con- 
vertimos la fraccion dada en mixta. Ademas, descomponemos el 
denominador en factores 


fix) = 


3x 2 + x — 1 
x 2 — 5x + 6 


Luego 


-3 + 


= 3 + 


16x - 19 


16x - 19 
x 2 — 5x + 6 
16x — 19 
(x — 3)(x — 2) ' 


+ ■ 


B 


(x — 3)(x — 2) x — 3 x — 2' 

Se resuelve la suma de fracciones y se simplifican los denominado- 
res 

16x — 19 _A(x- 2) B(x — 3) 

(x — 3)(x — 2) x — 3 x — 2 
16x — 19 = (A + B)x — (2 A + 36). 

Sistema de ecuaciones 


A + B = 16, 


(24) 
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2A + 35 = 19. (25) 

Resolviendo el sistema se obtiene 

A = 29 
B = -13. 

Reemplazamos A y B en la expresion 

/(*) = 3 
= 3 
= 3 

• Ejercicio 6: 

Transformar a fracciones parciales 

5* -11 
2x 2 — x — 6 

Se toma el denominador y se factora 

2x 2 — x — 6= (x — 2) (2.x + 3). 

Se colocan las constantes a determinar sobre el denominador y se 
realiza la igualacion de las dos expresiones 

5* -11 _ A B 

2x 2 — x — 6 x — 2 2x + 3 * 

Se resuelve la suma de fracciones determinando mmimo y maximo 
comun multiplo 

5x — 11 A(2x + 3) + B(x — 2) 

2x 2 — x — 6 (2x + 3)(x — 2) 


+ 

x — 3 

+ 

x — 2 

_l_ 

29 

_|_ 

-13 

1 

x — 3 

1 

x — 2 

_|_ 

29 


13 

1 

x — 3 


x — 2 
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Se simplifican los denominadores y se forma la ecuacion 

5x — 11 = A( 2x + 3) + B(x — 2). 

Se resuelven las multiplicaciones y se agrupan los terminos 

5x — 11 = 2 Ax + 3A + Bx — 2B 
5x — 11 = 2Ax + Bx + 3 A — 2 B 
5x - 11 = (2A + B)x + (3A - 2 B). 

Se comparan las expresiones y formamos un sistema de ecuaciones 

Ecuacion 1: x 1 — > 5 = 2 A + B, 

Ecuacion 2: x° — > —11 = 3A — 2 B. 

2A + B = 5 
3A-2B = -11. 

Resolvemos el sistema por el metodo de suma y resta; para ello 
multiplicamos a la primera ecuacion por 2. 

4A + 2B = 10 
3A — 2B— -11 
7A + 0 = -1. 

De donde determinamos que A = — y . Luego reemplazamos el va- 
lor hallado en cualquiera de las dos ecuaciones iniciales y determi- 
namos que B — y-. Asi, la fraccion dada como fracciones parciales 
es 

5x — 11 _ % 

2x 2 — x — 6 x — 2 2x -j- 3 * 

5x — 11 1 , 37 

2x 2 - x - 6 " _ 7(x — 2) + 7(2x + 3) ' 


Es decir 
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• Ejercicio 7\ 

Transformar a fracciones parciales 

3x 3 — 8x 2 + 10 
x(x-l) 3 

Se colocan las constantes a determinar sobre el denominador y se 
realiza la igualacion de las dos expresiones 

3x 3 - 8x 2 + 10 _ A B C D 

x(x — l) 3 x + x-l + {x-\) 2 + {x-lf 

Se resuelve la suma de fracciones determinando el mmimo y el ma- 
ximo comun multiplo 

3x 3 — 8x 2 + 10 _ A(x — l) 3 + Bx(x — l) 2 + Cx(x — 1) + Dx 
x{x-l) 3 x(x-l) 3 

Se simplifican los denominadores y se forma la ecuacion 

3x 3 — 8x 2 + 10 = A(x — l) 3 + Bx(x — l) 2 + Cx(x — 1) + Dx. 

Se resuelven las multiplicaciones y se agrupan los terminos 

3x 3 — 8x 2 + 10 = A(x 3 — 3x 2 + 3x — 1) + Bx(x 2 — 2x + 1) 

+ Cx(x — 1) + Dx 

3x 3 — 8x 2 + 10 = Ax 3 — 3 Ax 2 + 3 Ax — A + Bx 3 — 2 Bx 2 + Bx 
+ Cx 2 — Cx + Dx 

3x 3 - 8x 2 + 10 = (A + B)x 3 - (3 A + 2 B- C)x 2 
+ (3A -f B — C ~t" D)x — A. 

Se comparan los terminos del mismo grado de cada una de las par- 
tes y formamos un sistema de ecuaciones 

Ecuacion 1: x 3 — » 3 = A + B, 

Ecuacion 2: x 2 — » 8 = 3 A + 2B — C, 

Ecuacion 3: x 1 — > 0 = 3 A + B — C + D, 

Ecuacion 4: — » 10 = —A. 
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A1 resolver el sistema de ecuaciones formado se determinan los 
valores de A = —10, B = 13, C = —12 y D = 5. Luego, la fraccion 
dada como fracciones parciales es 

3x 3 - 8x 2 + 10 _ 10 13 12 5 

x(x-l) 3 x + x-l (x-l) 2 + (x-1) 3 ' 


• Ejercicio 8: 

Transformar a fracciones parciales 

lx 3 — x 2 — x + 3 
x(x — l)(2x + 3) ' 

Se transforma la fraccion dada en mixta, utilizando el Teorema de 
la Division 

„ 2x 2 — 2x — 3 

1 . 

x(x — l)(2x + 3) 

Luego la fraccion a transformar en fracciones parciales es 

2x 2 — 2x — 3 
x(x — l)(2x + 3) ' 

Se colocan las constantes a determinar sobre el denominador y se 
realiza la igualacion de las dos expresiones 

2x 2 — 2x — 3 A B C 

x(x — l)(2x + 3) x + x-l + 2x + 3- 

Se resuelve la suma de fracciones determinando el minimo y el ma- 
ximo comun multiplo 

2x 2 — 2x — 3 A(x — l)(2x + 3) + Bx( 2x + 3) + Cx(x — 1) 
x(x — l)(2x + 3) x(x — l)(2x + 3) 

Se simplifican los denominadores y se forma la ecuacion 

2x 2 —2x — 3 — A(x — l)(2x + 3) + Bx( 2x + 3) + Cx(x — 1). 
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Se resuelven las multiplicaciones y se agrupan los terminos 

2x 2 — lx — 3 — A(x — l)(2x + 3) + Bx( 2x + 3) + Cx(x — 1) 

2x 2 — 2x—3 — 2 Ax 2 + Ax — 3 A + 2 Bx 2 + 3 Bx + Cx 2 — Cx 
2x 2 - 2x - 3 = (2 A + 2B + C)x 2 + (A + 3B — C)x - 3A. 

Se comparan los terminos del mismo grado de cada una de las par- 
tes y formamos un sistema de ecuaciones 

Ecuacion 1: x 2 — > 2A + 2B + C — 2, 

Ecuacion 2: x 1 — > A + 3B — C = —2, 

Ecuacion 3: x° — > — 3A = —3. 

A1 resolver el sistema de ecuaciones formado se determinan los 
valores de A = 1, B — y C — Luego, la fraccion dada como 
fracciones parciales es 

2x 2 — 2x — 3 ,1 3 6 

—1 1 . 

x{x — l)(2x + 3) x 5(x — 1) 5(2x + 3) 


• Ejercicio 9: 

Transformar a fracciones parciales 

3x 2 — 8x + 5 
(x + 1) 4 

Se colocan las constantes a determinar sobre el denominador y se 
realiza la igualacion de las dos expresiones 

3x 2 — 8x + 5 A B C D 

(x + 1) 4 (x + 1) + (x + 1) 2 + (x + 1) 3 (x + 1) 4 ' 

Se resuelve la suma de fracciones determinando el minimo y el ma- 
ximo comun multiplo 

3x 2 — 8x + 5 A(x + l) 3 + B(x + l) 2 + C(x + 1) + D 
(x + 1) 4 (x + 1) 4 
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Se simplifican los denominadores y se forma la ecuacion 

3x 2 — 8x + 5 — A(x + l)^ + B(x -I- l) 2 + C(x — 1— 1 ) — 1~ D. 

Se resuelven las potencias y multiplicaciones y se agrupan los ter- 
minos 

3x 2 — 8x + 5 = Ax 3 + 3 Ax 2 + 3 Ax + A + Bx 2 + 2 Bx + B 
■ Cx + C + D 

3x 2 — 8x + 5 = Ax 3 + (3A -(- B^)x 2 (3 A -(- 2 B C)x 

+ (A + B + C + D). 

Se comparan los terminos del mismo grado de cada una de las par- 
tes y formamos un sistema de ecuaciones 

Ecuacion 1: x 3 — > A — 0, 

Ecuacion 2: x 2 — > 3 A + B — 3, 

Ecuacion 3: x 1 — > 3 A +2 B + C — —8, 

Ecuacion 4: x°— A + B + C + D=5. 

A1 resolver el sistema de ecuaciones formado se determinan los 
valores de A — 0, B — 3, C — —14 y D = 16. Luego, la fraccion 
dada como fracciones parciales es 

3x 2 — 8x + 5 _ 0 3 14 16 

(x + 1) 4 (x + 1) (x + l) 2 (x + l) 3 + (x + l) 4 ' 

Es decir 

3x 2 — 8x + 5 _ 3 14 16 

(x + 1) 4 (x + 1) 2 (x + 1) 3 (x + 1) 4 * 

• Ejercicio 10: 

Transformar a fracciones parciales 

— 4x 3 + 12x 2 — 8x + 5 
(x + 1 ) (x + 2)(3x 2 — x + 1) ' 
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Se colocan las constantes a determinar sobre el denominador y se 
realiza la igualacion de las dos expresiones 

— 4x 3 + 12x 2 — 8x + 5 A B 

(x + l)(x + 2)(3x 2 — x + 1) x+l^x+2 

Cx -f- D 
3x 2 — x + 1 ' 

Se resuelve la suma de fracciones determinando el mmimo y el ma- 
ximo comun multiplex 

A(x + 2)(3x 2 — x + 1) 

£>(x -f- l)(3x 2 — x -f- 1 ) 

— 4x 3 -j~ 12x 2 — 8x -f- 5 ~b (Cx -f- D) (x -t- 1) (x -t- 2) 

(x + l)(x + 2)(3x 2 — x + 1) (x + l)(x + 2)(3x 2 — x + 1) 

Se simplifican los denominadores y se forma la ecuacion 

— 4x 3 + 12x 2 — 8x + 5 = A(x + 2)(3x 2 — x + 1) 

~l“ B (x “l - 1 ) (3x 2 — x 1 ) 

(Cx + D)(x + l)(x + 2). 

Se resuelven las multiplicaciones y se agrupan los terminos 

— 4x 3 + 12x 2 — 8x + 5 = (3A + 3B + C)x 3 

+ (5A + 2B + 3C + D)x 2 
— (A - 2C — 3 D)x + (2 A + B + 2D). 

Se comparan los terminos del mismo grado de cada una de las par- 
tes y formamos un sistema de ecuaciones 

Ecuacion 1: x 3 — » 3A + 3B + C = — 4, 

Ecuacion 2: x 2 — > 5 A + 2B + 3C + D — 12, 

Ecuacion 3: x 1 — > A — 2 C — 3D = 8, 

Ecuacion 4: x° — > 2 A + B + 2D = 5. 

A1 resolver el sistema de ecuaciones formado se determinan los 
valores de A — B — — C — — |yD = ^. Luego, la fraccion 
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dada como fracciones parciales es 

-4x 3 + 12x 2 - 8x + 5 _ 29 101 18 x - 1 

(x + l)(x + 2)(3x 2 — x + 1) x + 1 x + 2 3x 2 — x + 1' 

Ejercicios de aplicacion 


• Ejemplo 1: 


f x 2 - Ax -A A 
J x 3 -2x 2 + Ax-8 dX 

Para integrar la expresion la convertimos en fracciones parciales. 
Entonces descomponemos el denominador en factores y formamos 
una expresion equivalente. 

x 2 — Ax — 4 x 2 — Ax — A 

x 3 — 2x 2 +Ax — 8 (x — 2)(x 2 +4)’ 

Luego 

x 2 — Ax — 4 A Bx + C 

(x — 2)(x 2 +4) (x — 2) (x 2 + 4) ’ 

Se resuelve la suma de fracciones y se simplifican los denominado- 
res 

x 2 — Ax — A A(x 2 +4) + Bx + C(x — 2) 

(x — 2)(x 2 +A) x — 2 

x 2 -Ax-A =(A + B)x 2 - (2 B - C)x - (-4 A + 2 C). 

Sistema de ecuaciones 


A + B = 1, 

(26) 

2B — C = A, 

(27) 

AA + 2C = A. 

(28) 
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Resolviendo el sistema se obtiene 

A — —1 
B = 2 
C = 0. 

Reemplazamos los valores de A, B y C en la expresion 
x 2 — Ax — 4 


/ 


x 3 — 2x 2 + Ax — 8 


dx — 


/( 


-1 2x 

+ 


x — 2 
dx 


2 -4 


dx 


1^1 


-dx 


x - 2 J x 2 + 4 
= — In lx — 2| + 2 In lx 2 + 41 + k. 


• Ejemplo 2: 


/ 


r dx 


(x — l)(x + l) 2 
convertimos la expresion en fracciones parciales 

x ABC 


(X — 1)(X + 1) 2 X — l^X + 1 ' (X + 1) 2 ' 

Resolvemos la suma de fracciones, simplificamos los denominado- 
res y formamos un sistema de ecuaciones, el cual resolvemos para 
encontrar los valores de A, B y C 

„ 1 11 

A = B = C = 

4 4 2 

Entonces la fraccion a integrar es 
1 , f 1 


/ 


-dx — 


1 


-dx - 


/: 


4(x — l)“’ v J 4(x + l)^ ' J 2(x + l) 2 


(x-1) 

1 1 
= 4 ln l*-l| - 4 ln l*- 


(X + l ) 2 


dx 


1 ln ( x ~ 1 ) | k 
2 (x + 1) + 
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Ejemplo 3: 


/ 


dx 

x 3 — 2x 2 + x 


dx 


1 _ 1 

x 3 — 2x 2 + x x(x 2 — 2x + \) 

1 

x(x — l) 2 

_ A B C 

x + x-i + (x-iy 

A — 1; B — —1; C — 1. 

S \ dx ~ .h^~A + ! J^w dx 

1 

= In |x| — In \x — 1| — — — ^ 


Ejemplo 4: 


f x 2 — 4x — 2 j 
J x 3 -2x 2 +4x -8 

x 2 — 4x — 2 x 2 —4x — 2 

x 3 —2x 2 +4x — 8 (x — 2)(x 2 + 4) 

A Bx A C 

x — 2 x 2 + 4 

_ A(x 2 + 4) + (Bx + C)(x — 2) 

(x — 2)(x 2 +4) 

x 2 — 4x — 2 — (A + B)x 2 - (2 B - C)x - (-4 A + 2 C). 


+ k. 
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Sistema de ecuaciones 


A + B = 1, 
2B - C = 4, 
-4A + 2C = 2. 


(29) 

(30) 

(31) 


Resolviendo el sistema 


b= i 

C = -12. 


Zr- 1 
4 2 


x — 2 x 2 + 4 


/ 


-3 


4(x — 2) 


dx + 


/ 


dx 


-dx + 


7x — 2 
4(x 2 + 4) 

4 J (x — 2) 

3 [ 1 7 

'4 J (x-2) dX + A 
3, , 7 


if 

! 


7x — 2 j 
x 2 +4 
x . 2 

x 2 +4 4 


/ 


1 


x 2 + 4 


-dx 


— — — ln|x — 2| + -71n |x 2 +4| — arctan + k. 


Ejercicios propuestos 


a) 


x 2 


b) 


c) 


x 2 + 3x — 4 
x 2 — 2x — 8 

x 4 — 2x 3 + 3x 2 — x + 3 
x 3 — 2x 2 + 3x 
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x 3 + x 


(x 2 — 25)(x — 2)(x + 5) 


x 3 — 64 


(x + 2) 3 

3x 2 - 16 
x 2 — 4x 


x 5 -l 


(x I 1)(x — 3) 2 (2x + 1) 


x 2 — 1 


(x-2 + 1) 2 


r dx 

J (x 3 - 1) 

r dx 

J (x 3 -l) 2 


J (x + a)(x + b) 

, f x 2 - 5x + 9 

0> J x^-5x + 6 dX 

^ I (x — 1) (x + 2) (x + 3) 
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x 3 - 1 
Ax 3 — 



dx 

x 3 + 1 



dx 

x 4 + x 2 + 1 




dx 



2x — 3 , 

x 2 — 3x + 2 



dx 


(1+x 2 ) 2 

X 3 + X + 1 
7 o -■ \ wX 

x(x 2 + 1) 



5x 3 + 2 
x 3 — 5x 2 + 4x 


dx 


• Respuestas 



1 

x 2 


b) 1 + 


1 4 

x + 2 x - 4 


c) X + ■ 


1 


4 

x — 4 


d) 

e) 


1 x 

X X 2 + 1 

1 

_ 7(x + 5) 2 


1 

49(x + 5) 


1 

49(x — 2) 
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f) 1 + 


4 

3(x — 4) 


4 A' ' 8 
3 x 2 + 4x + 16 


(x + 2)3 
4 

h) 3 + - + 
x 


8 

x — 4 


1 1 (x-1) 

' JX+ 2(x + l) 2 (x 2 + 1) 

6 2 3 

49(2.t + 1) 7(x — 3) 2 49(x — 3) 



